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Προτεινόμενες Ασκήσεις 

 
12. Αν ισχύει η σχέση 

 

 να αποδείξετε ότι τα σημεία Ρ και Σ ταυτίζονται. 
 

 13. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Μ τέτοιο, ώστε 

ΜΑ ΜΒ ΜΓ ΜΔ.+ + =
   

 

  Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ συμπίπτει με το σημείο Β. 
 

 14. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ, Δ ισχύει η ισότητα 

ΑΔ 2ΒΔ 3ΔΓ ΑΓ 2ΒΓ.+ + = +
    

 
 
15. Δίνονται τα διανύσματα α, β



   και  x  τέτοια, ώστε 

( )1 4x β x α β
5 5

+ = + −
 

  . 

 i) Nα εκφράσετε το διάνυσμα x  συναρτήσει των διανυσμάτων α, β.


  
 ii) Αν για τα σημεία Α, Β, Γ ισχύουν 

xΑΒ =
    και   12α 15βΑΓ = − +

   
  να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 

16. Αν για τα διανύσματα α, β


  ισχύουν οι σχέσεις 

α α β= ⋅


      και     β β α= ⋅
 



 

 να αποδείξετε ότι:  

 i) α β=




       
 ii) α β.=



  
 

17. Στο διπλανό σχήμα έχουμε  

              ( ) ( )2 .
5

Β∆ = ∆Γ  

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) 5ΒΔ 2ΔΓ=

 
          

 ii) ( )1x 5α 2β .
7

= +
              

ΡΑ ΡΒ ΣΑ ΣΒ,+ = +
   

xα


β


Β 

Α 

Δ   Γ 
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18. Να αποδείξετε ότι τα σημεία 

 Α, Γ και Ε 

 του διπλανού σχήματος 

 είναι συνευθειακά. 

 

 

19. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

 ΑΒΓΔ στο διπλανό σχήμα 

 είναι τραπέζιο. 

 

 

20. Δίνονται τα διανύσματα 
ΟΑ 2α β, ΟΒ 7α 3β= − = −
       και   ΟΓ 22α 9β.= −

   

 Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 
 

21. Δίνονται τα διανύσματα  

ΟΑ α β γ, ΟΒ 2α 3β γ= + − = + +
        και    ΟΓ 3α 5β 3γ.= + +

    

 Να αποδείξετε ότι το σημείο Β είναι το μέσον του τμήματος ΑΓ. 

 

22. Αν για τα σημεία Α, Β, Γ  ισχύει η σχέση       

ΑΒ 2ΒΓ 3ΓΑ 0+ − =
   

, 

 να αποδείξετε ότι: 

 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει η σχέση 

5 4ΟΓ = ΟΑ +ΟΒ
  

 

 ii) τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

 

23. Αν ισχύει η ισότητα  

ΑΚ 4ΒK 7ΑΒ 3ΛΒ 8ΑΜ+ + = +
    

, 

 να αποδείξετε ότι: 

Β 

Α 

Δ 

Γ 
Ε 

α
 β

 2α


2β


α


Β Α 

Δ Γ 

 α
β+




 β 2α−
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 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει η σχέση 

5ΟΚ 8OΜ 3ΟΛ= −
  

 

 ii) τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά.  

 

24. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ για το οποίο  ισχύει η σχέση 

ΑΒ ΑΜ ΜΒ 2ΜΓ.+ = +
   

 

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει  

2ΟΜ ΟΑ ΟΓ= +
  

 
ii) το Μ είναι το μέσον του ΑΓ. 

 
25. Αν ισχύει η ισότητα  

ΑΚ 2ΒΚ 3ΑΒ ΛΒ 4ΑΜ+ + = +
    

, 
 να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 

 

26. Δίνεται παραλληλόγραμμοΑΒΓΔ, ένα σημείο Μ και πραγματικός αριθμός λ 
έτσι, ώστε 

ΑΒ λΑΔ ΜΒ και ΑΔ λΑΒ ΒΜ.+ = + =
     

 

 i) Nα βρείτε την τιμή του λ. 
 ii) Nα αποδείξετε ότι το σημείο Μ συμπίπτει με το σημείο Δ. 
 
 
27. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε 

ΑΒ α και ΑΔ β= =
   . 

 Αν ισχύει η σχέση  

ΑΕ κα β= +
  

   με   κ∈  
 τότε: 
 i) να αποδείξετε για κάθε κ∈  τα σημεία Γ, Δ και Ε είναι συνευθειακά 
 ii) να βρείτε την τιμή του κ για την οποία το σημείο Γ είναι το μέσον του ΔΕ. 
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28. Δίνονται σημεία Α, Β, Κ, Λ και Μ τέτοια, ώστε  

( )AK λ 1 ΑΒ λΒΚ ΒΛ λΑΜ+ − + = +
    

 

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 
 ii) Nα βρείτε την τιμή του λ για την οποία το σημείο Μ είναι το μέσο του 

τμήματος ΚΛ. 
 
29. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ τέτοιο, ώστε 

ΑΔ λΑΒ 2μΑΓ= +
  

    και    ΓΔ μΑΒ λΑΓ= −
  

. 

 Να αποδείξετε ότι 1λ μ .
3

= =  

 
30. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και οι πραγματικοί αριθμοί λ και μ τέτοιοι, 

ώστε:  

λΑΒ μΑΔ 2ΑΓ ΓΔ+ = +
   

 

 Να αποδείξετε ότι λ 1 και μ 2.= =  
 
31. Αν  ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΒ 0 και ΑΜ λΜΒ≠ =
   

  για κάποιον  λ ,∈  
 να αποδείξετε ότι: 
 i) λ 1≠ −  

 ii)  για κάθε σημείο Ο ισχύει η σχέση  
λ

1 λ
ΟΑ + ΟΒ

ΟΜ =
+

 


. 

 

32. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω Μ το μέσον της διαγωνίου του ΑΓ. Να 
αποδείξετε ότι 

ΜΒ ΜΔ ΑΒ ΓΔ.+ = +
   

 

 
33. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΔΑ ΔΒ 3ΔΓ 0 και 2ΕΑ 2ΕΒ 3ΕΓ 0.− − = − + =
       

 
 Να αποδείξετε ότι:  

 i) ΒΑ 3ΔΓ και 2ΒΑ 3ΓΕ= =
   

 

 ii) το τετράπλευρο ΑΒΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
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34. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΔ 2ΑΒ 5ΑΓ και ΑΕ 3ΑΒ 4ΑΓ.= + = +
     

 
  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΕ είναι παραλληλόγραμμο.  
  

35. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΔ ΑΒ 2ΑΓ και ΑΕ 2ΑΒ ΑΓ= + = +
     

. 

 Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

36. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και οι πραγματικοί αριθμοί  x, y  για τους 
οποίους ισχύει η σχέση  

( ) ( )xΑΓ 1 y ΒΔ x 1 ΑΔ yΑB.+ − = + +
   

 
 Να αποδείξετε ότι: 

 i) ( )x 1 ΑB y ΑΔ− ⋅ = ⋅
 

    ii) x 1=    και   y 0.=  
  

37. Έστω α, β
  δύο μη συγγραμμικά διανύσματα και σημεία Ο, Α, Β, Γ  για τα οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

ΟΑ α β= −
  ,   ( )ΟΒ x 1 α 2β= + +

     και    ( )ΟΓ 5α 2y 1 β= + −
   

 όπου x, y  σταθεροί πραγματικοί αριθμοί. Αν το σημείο Β είναι το μέσο του ΑΓ, 
να αποδείξετε ότι:       

 i) ( ) ( )x 2 α y 3 β− = −
      ii) x 2=   και   y 3.=   

 
38. Έστω ένα μη μηδενικό διάνυσμα ΑΒ


 και τα σημεία Γ, Δ τέτοια, ώστε  

ΑΓ λΑΒ, ΓΔ 2ΑΒ και ΔΒ 3ΑΒ= = =
     

   

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) λ 4= −        ii) ΑΔ 2ΑΒ.= −
 

 
 

     39. Έστω διανύσματα α, β


  τέτοια, ώστε  

α β 1= =


 . 

   Να αποδείξετε ότι    
4 α 5β 6.≤ + ≤
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40. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα διανύσματα                           

α ΒΑ=




 ,    β ΑΓ=
 

   και  γ ΓΜ=


  , 
 όπου Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 

i) α β 2γ+ = −


   

ii) Αν α 1=
   και  β 3=



, τότε  1 γ 2.≤ ≤
  

 

41. Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα  και .   Να αποδείξετε ότι: 

 i) αν τα  είναι ομόρροπα, τότε  

 

 ii) αν τα  είναι αντίρροπα, τότε   

 

 
 
42. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ για τα οποία ισχύουν οι 

σχέσεις 

1ΑΕ ΖΓ ΑΓ.
5

= =
  

 

  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

 
43. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσον Δ της ΒΓ και το σημείο Ε για το οποίο ισχύει 

2ΑΕ ΑΓ.
3

=
 

 

 i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΔ, ΕΔ και ΕΒ
  

 ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Nα αποδείξετε ότι 

( )5ΑΒ ΓΒ 3 ΑΔ ΕΔ ΕΒ .+ = + +
    

 
 
 

α β


α και β


α β α β+ > −
  

α και β


α β α β .+ < −
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44. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ τέτοια, ώστε  

2 3ΓΔ 2ΒΓ, ΑΕ ΓΑ και ΒΖ ΑΒ.
3 4

= = =
     

 

 i) Nα εκφράσετε τα διανύσματα ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ
  

  ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Nα αποδείξετε ότι 

2ΑΔ 3ΒΕ 4ΓΖ 0.+ + =
   

 
 
45. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσον Δ της ΒΓ και τα σημεία Ε, Ζ για τα οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

3 3ΑΕ ΑΔ και ΑΖ ΑΓ.
5 7

= =
   

 

 i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΕ, ΒΕ και ΒΖ
  

 ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Ε και Ζ είναι συνευθειακά. 
 
 

46. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε και Ζ τέτοια, ώστε 
1ΔΕ ΔΒ
3

=
 

    και  ΒΖ 2ΒΓ=
 

. 

i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΕ


  και  ΑΖ


 ως γραμμικό συνδιασμό των 
διανυσμάτων α ΑΒ=





  και  β ΑΔ.=
 

 
ii) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, E, Ζ είναι συνευθειακά. 

 

 
47. Έστω α, β

  δύο μη συγγραμμικά διανύσματα. Να αποδείξετε ότι:  

 i) 2α 3β 0+ ≠
   

 ii) τα διανύσματα  

u 5α β= +
    και  v 2α 3β= +

   
  δεν είναι συγγραμμικά. 
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48. Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ  είναι οι διάμεσοι ενός τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι 

ΑΔ ΒΕ ΓΖ 0.+ + =
   

 

49. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Δ, Ε τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ 

αντίστοιχα.  Αν Ζ είναι το μέσο του ΔΕ, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Ο 

ισχύει η σχέση 

ΟΑ 2ΟΒ ΟΓ 4ΟΖ.+ + =
   

 

 

50. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ καθώς επίσης και τα μέσα Ε, Ζ των διαγωνίων του 

ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

 i) ΑΒ ΑΔ ΓΒ ΓΔ 4ΕΖ+ + + =
    

 

 ii) αν ισχύει η σχέση ΑΔ ΒΓ 4ΕΖ,− =
  

 τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι πα-

 ραλληλόγραμμο. 

 
 
 
51. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο Κ.  

 i) Nα αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ του επιπέδου ισχύει η σχέση  

ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 4ΜΛ+ + =
   

 

  όπου Λ το μέσο του ΔΚ. 

 ii) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα 
οποία ισχύει η σχέση 

ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ+ + = + −
     

 

  είναι ο κύκλος με διάμετρο ΔΚ. 

 iii) Nα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 
ισχύει η σχέση: 

  α) ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ // ΑΒ+ +
   

 

  β) ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 4 ΜΑ .+ + =
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